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Teorial: Ciggi. Wlasnosci ogdlne

1. Definicje

Ciagiem nieskonczonym (krétko: ciagiem) nazywamy funkcje a : N, — R przy-
porzadkowujaca kazdej liczbie n € Ny, liczbe rzeczywista a(n) = a,:

a:Ng — R, n — a(n) = a,.

Liczbe a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu, za$ n - wskaznikiem (indeksem). Ciag
oznaczamy symbolami: (ay)nen, , lub: (a,), n € Ni, lub krétko: (a,).

Zbior {a, : n € Ny }nazywamy zbiorem wyrazéw ciagu (a,).

Wyrazy ciagu (a,) mozna uporzadkowaé zgodnie ze wzrostem wskaznikow:

(a’n> = (akv Ap41, Qk+2, )

2. Monotonicznos¢ ciggu

Dany jest ciag (a,), n € Ng.

Ciag (a,) nazywamy rosnacym, jezeli a, < a,.1 dla kazdej liczby naturalnej
n e Nk

Ciag (a,) nazywamy slabo rosngcym lub niemalejacym, jezeli a, < a,,; dla
kazdej liczby naturalnej n € Ny.

Ciag (a,) nazywamy malejacym, jezeli a, > a,y1 dla kazdej liczby naturalnej
n € Nk

Ciag (a,) nazywamy stabo malejacym lub nierosnacym, jezeli a,, > a,1 dla
kazdej liczby naturalnej n € Ny.

3. Ograniczonos¢ ciagu

Ciag (a,), n € Ni, nazywamy ograniczonym z gory, jezeli istnieje taka liczba
rzeczywista M, ze a, < M dla wszystkich liczb naturalnych n € N;. Kazda liczbe M
o tej wlasno$ci nazywamy ograniczeniem gérnym ciagu (a,,) .

Ciag (an), n € Ng, nazywamy ograniczonym z dohu, jezeli istnieje taka liczba
rzeczywista m, ze a,, > m dla wszystkich liczb naturalnych n € N. Kazda liczbe m
o tej wlasno$ci nazywamy ograniczeniem dolnym ciagu (a,,) .

Ciag (ay), n € N, nazywamy ograniczonym, jezeli jest on ograniczony z gory i
z dotu jednocze$nie.



Teoria 2: Ciagi arytmetyczne

1. Definicja

Ciag (a,), n € Ny, nazywamy ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba rzeczywista r (nie zalezaca od n) taka, ze réwnos¢

Apt1 = Qp + T

zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n € Nj.
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,) .

2. n-ty wyraz ciagu arytmetycznego

Jezeli ciag (a,), n € Ny, jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i
réznicy r, to dla kazdej liczby naturalnej n € Ny zachodzi réwnos¢:

an =a1+ (n—1)r.

3. Suma n kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego

Jezeli ciag (a,), n € Ny, jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i
réznicy r, za$
Sn:a1+a2+...—|—an

jest suma n kolejnych wyrazéw tego ciagu (od pierwszego do n-tego wlacznie), to dla
kazdej liczby naturalnej n € N; zachodzi réwnosc:

~ 2na; +rn(n—1)

Sh, 5

lub, w innej nieco postaci:
ai + an

"
I
R
N
~—



Teoria 3: Ciagi geometryczne

1. Definicja

Ciag (a,), n € Ny, nazywamy ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba rzeczywista ¢ (nie zalezaca od n) taka, ze réwnosc¢
Gp4+1 = Ang

zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n € Nj.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,) .

2. n-ty wyraz ciaggu geometrycznego
Jezeli ciag (a,), n € Nj, jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a; i
ilorazie q, to dla kazdej liczby naturalnej n € N; zachodzi réwnoS§¢:

n—1
an = a1q .

3. Suma n kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego

Jezeli ciag (a,), n € Nj, jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a; i
ilorazie q # 1, za$
Sn:a1+a2+...—|—an
jest suma n kolejnych wyrazéw tego ciagu (od pierwszego do n-tego wlacznie), to dla
kazdej liczby naturalnej n € Ny zachodzi réwnoS§¢:

_ al(l_qn)‘

Sh,
1—g¢q

Jezeli za$ ciag (a,), n € Ny, jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a;
i ilorazie ¢ = 1, to jest to ciag staly:
(an) = (a1,01, a1, ...)

i wtedy oczywiscie
S, = naj.



Teoriad: Lokaty bankowe

Posiadacz lokaty bankowej (moze to by¢ konkretna osoba badz firma lub inny
podmiot) zobowiazuje sie¢ w umowie zawartej z danym bankiem do wplacenia na
konto lokaty okreSlonej sumy pieniedzy (kapitat poczatkowy) i pozostawienia tej sumy
przez caly czas trwania lokaty (tez okreSlony w umowie) na koncie. W tym czasie
bank dysponuje pieniedzmi wiaSciciela, ptacac mu w zamian za to wynagrodzenie w
formie odsetek dopisywanych co pewien czas do kapitalu znajdujacego sie na koncie
lokaty. Wielko&¢ tych odsetek ustala si¢ w umowie w formie tzw. oprocentowania
lokaty, podawanego w stosunku rocznym. Przy tym odsetki dodawane sg do sumy

zgromadzonej na koncie co pewien czas, zwany okresem kapitalizacji odsetek. Jezeli

1

ten okres nie réwna sie 1 rokowi, tylko stanowi pewng jego czeS¢, np. —-ta czeSc¢
m

roku, a oprocentowanie lokaty wynosi p% w stosunku rocznym, to to oznacza, ze po

uplywie kazdego okresu kapitalizacji bank dodaje do sumy zgromadzonej na lokacie
albo £% kapitatu poczatkowego (tzw. procent prosty), albo tez £% sumy juz
m m

zgromadzonej na lokacie (tzw. procent skladany).

Caly ten proces opiszemy uwzgledniajac nastepujace parametry:

K - kapital poczatkowy;

p - oprocentowanie lokaty w stosunku rocznym, wyrazone w procentach;

[ - czas trwania lokaty, wyrazony w latach (nie musi to by¢ liczba catkowita);

m - liczba okreséw kapitalizacji w ciagu jednego roku (réwniez nie musi to by¢
liczba catkowita, chociaz najczeSciej nia jest);

n - liczba okreséw kapitalizacji w czasie trwania lokaty, tj. w przeciagu [ lat (tak
wiec n = ml);

K, - kapital koncowy, zgromadzony na koncie lokaty po uptywie czasu jej trwania,
czyli po uptywie n okreséw kapitalizacji.

Interesuje nas wiasnie wielkos¢ K, ktérg mozna obliczy¢ stosujac nastepujace
wzory:

(A) Procent prosty:

Kpn
K,=K 1
* 100m (1)
albo (druga, réwnowazna wersja wzoru)
Kpl
Ky=K+-L 2)

100



(B) Procent skladany:

Kn:K(Hﬁ)n 3)

albo (druga, réwnowazna wersja wzoru)

Kn:K<1+$)ml. (4)

Uwzglednianie opodatkowania lokat:

Jezeli chcemy uwzglednia¢ opodatkowanie lokat (w zadaniu bedzie zawsze okre§lone,
czy nalezy to czyni¢), stosujemy rozumowanie nastepujace.

W kazdym okresie rozliczeniowym (okresie kapitalizacji odsetek) réznica pomiedzy
sumg znajdujaca sie na koncie lokaty na poczatku tego okresu, powiedzmy K7, oraz
sumg powiekszong o przypadajace na dany okres odsetki, powiedzmy Ko, czyli liczba

D:Kg—Kl

stanowi zysk, czyli dochéd uzyskany przez wiaSciciela lokaty w ciggu tego okresu.
Dochéd ten moze podlega¢ opodatkowaniu w formie tzw. podatku od dochodéw
kapitalowych. Polega to na tym, ze bank przy koncu rozwazanego okresu przekazuje
urzedowi podatkowemu okre$lony w ustawie procent dochodu posiadacza lokaty,
czyli liczby D. Powiedzmy, ze ustawa okre§la opodatkowanie dochodéw kapitatowych
w wysoko$ci ¢%. Wobec tego po upltywie rozwazanego okresu na koncie lokaty znajdzie

sie suma

Kész—%mD.

Aby obliczy¢, ile wyniesie kapital koncowy K zgromadzony na koncie lokaty po
uplywie czasu jej trwania (czyli n okreséw rozliczeniowych), nalezy w kazdym ze
wzoréw (1), (2), (3), (4) zastapi¢ parametr p przez p, gdzie

r_o 49
P=pr=155P (5)



Teoriab: Kredyty bankowe

Kredyt - to po prostu pozyczka. Udzielajacy kredytu bank pozycza kredytobiorcy
(moze to by¢ konkretna osoba, firma badZ inny podmiot) pewna sume pieniedzy,
stanowigca wiladnie zaciggniety kredyt. Bioracy kredyt zobowigzuje sie do splaty tej
sumy wraz z naleznymi bankowi odsetkami, ktérych wielko§¢ okre§la tzw. oprocen-
towanie kredytu. Oprocentowanie to podaje si¢ w stosunku rocznym. Kredytobiorca
splaca kredyt oraz odsetki w pewnej liczbie rat, w przeciagu okre$lonego czasu (czas
ten oraz liczbe rat okre§la umowa). Bedziemy zaklada¢, ze raty sa splacane regu-
larnie, a okres pomiedzy kolejnymi ratami nazwiemy okresem sptat pojedynczej raty
(okresem rozliczeniowym). Pierwsza rata jest splacana po uptywie jednego takiego
okresu od daty zawarcia umowy, druga rata - po uptywie dwéch takich okreséw, itd.
Rozwazymy dwa systemy splacania kredytu - system réwnych rat oraz system
rat malejacych.

Caly proces opiszemy uwzgledniajac nastepujace parametry:

K - zaciggniety kredyt;

p - oprocentowanie kredytu w stosunku rocznym, wyrazone w procentach;

[ - czas splaty kredytu, wyrazony w latach;

m - liczba okreséw splat pojedynczej raty (okreséw rozliczeniowych) w ciagu jed-
nego roku;

n - catkowita liczba rat do splacenia (tak wiec n = ml);

Ry, Rs, ..., R, - wysoko§¢ kolejnych rat.

Z punktu widzenia dhuznika istotna jest wlasnie wielkos¢ kolejnych rat. Mozna ja
wyznaczy¢ z nastepujacych wzoréw:

(A) System réwnych rat. Jak sama nazwa wskazuje, w tym systemie wszystkie
raty sg rowne, a ich wspdolng wartoS¢ oznaczymy przez R, tak wiec

Ri=Ry=..=R,=R.

Wielkosé R okreSla wzor:

1 1 2 1 n’
n ( ) bt (—)
( 1+ 101(;717. > 1+ logm 1+ 101(;m

R=

czyli



(B) System rat malejacych. W tym systemie kolejne raty wyliczamy ze
WZOrow:

K p
Be= o oom 2)
K P K
Ry = ﬁm(“z)’
K P 2K
Ry = Z+M'<K_T)’
K D (n—1)K
W= e (K- ,
R n+100m ( n )

lub, inaczej,



Teoria6: Granica ciggu

1. Definicja

Dany jest ciag (a,), n € Ny, i liczba rzeczywista g € R. Méwimy, ze ciag (a,)
ma granice ¢ (jest zbiezny do granicy g lub dazy do g) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej dodatniej liczby £ > 0 istnieje liczba naturalna ng € Ny taka, ze dla kazdej
liczby naturalnej n > ngy speliona jest nieréwnosc:

la, — g|] < e.
Piszemy wtedy:
lim a, = g.

Ciag, ktory ma granicg, nazywamy ciagiem zbieznym. Ciag nie posiadajacy
granicy nazywamy ciagiem rozbieznym.

(Uwaga: Stosuje si¢ takze, obok wskazanego, oznaczenia: a, —> ¢, a nawet
krétko: a, — g, to ostatnie oczywiscie tylko wtedy, gdy nie ma watpliwosci, ktéry
wskaznik dazy do nieskonczonoéci).

2. Dzialania na ciggach zbieznych

TWIERDZENIE 1 ("twierdzenie o dzialaniach na ciggach zbieznych”).

Dane sq ciqgi zbiezne (a,) i (by), n € Ny, oraz liczba rzeczywista ¢ € R. Wtedy
zbiezne sq takze ciagi (can), (an +bn), (an — by), (anby), n € Ny, i prawdziwe sq
réwnosci:

lim (ca,)=c- lim a,,
lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
lim (a, —b,) = lim a, — lim b,,

Jim arbn) = (fim ) - (Jim br).

an\ . o o,
Jezeli lim b, # 0, to zbieiny jest réwniez cigg (b_) 1 ma miejsce rownosc

n—oo n

e Jim_ an,
im [ — | =
n—oo \ by, lim b,,’

n—oo
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(0% . , . . .
Py czym ciqg (b_) jest okreslony w zbiorze tych wszystkich wskaznikow n € Ny,

dla ktérych by #0.

3. Pozyteczne wzory z teorii granic

Kazdy ciag staly, czyli taki ciag (a,), n € Ny, ze a, = ¢ dla kazdej liczby n € N
(gdzie ¢ € R jest ustalona liczba rzeczywista) jest zbiezny i

lim c=c.
Warto réwniez pamietac, ze

lim — =0

n—oo N’

dla kazdej liczby rzeczywistej r > 0.
1

Np. lim — =0, lim — =0, hm— 0, hm——O,itd.
Takze

lim a" =0

dla kazdej liczby rzeczywistej a takiej, ze |a| < 1.
1\" —2)" 2\"
(Np. lim (5) =0, lim <3—n) = lim (—5) =0, lim (0,999999)" = 0, itd.)

Prawdziwe sg tez réwnoSci:

lim {/a = lim an =1

n—oo n—oo

dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0, oraz

lim ¢/n = 1.

n—oo
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Teoria7: Dalsze twierdzenia dotyczace ciggéw zbieznych

FAKT 1. Kazdy cigg zbiezny ma tylko jedng granice.

FAKT 2. Katdy cigg zbiezny jest ciggiem ograniczonym.
(Uwaga: Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, istnieja ciagi ograniczone,
ktére nie maja granicy, sa wiec rozbiezne).

FAKT 3. Jezeli ciag jest zbiezny, to kazdy jego podciqg takze jest zbiezny i to do
tej samej granicy, do ktdrej zbiezny jest dany ciag.

FAKT 4. Kazdy ciag niemalejacy (w szczegdlnosci, kazdy cigg rosngcey) i ogranic-
zony z gory jest zbiezny.

FAKT 5. Kazdy ciqg nierosnacy (w szczegdlnosci, kazdy ciqg malejgcy) i ogranic-
zony z dolu jest zbiezny.

FAKT 6. Kazdy ciag staly, czyli taki cigg (a,), n € Ny, ze a, = ¢ dla kazdej
liczby n € Ny (gdzie ¢ € R jest ustalong liczbg rzeczywistq) jest zbiezny i

lim c=c.

n—oo

TWIERDZENIE 2 ("twierdzenie o nieréwnosciach dla granic”).
Dane sq ciagi zbiezne (a,), n € Ny i (b,), n € Ny. Jezeli istnieje liczba naturalna
ng € Ny taka, 2e a, <b, dla kazdej liczby naturalnej n > ngy, to wowczas

lim a, < lim b,.

Potocznie, cho¢ niezbyt Scisle, mowi sig: Nieréwnosc¢ zachowuje si¢ przy przejs-
ciu do granicy. (Uwaga: NieréwnoS¢ silna moze sie zamieni¢ na staba przy takim
1 1 1
przejsciu, np. — > 0 dla kazdej liczby n € Ny, ale lim — > 0, gdyz lim — = 0.)
n n—oo N, n—oo N,
TWIERDZENIE 3 ("twierdzenie o trzech ciggach”).
Dane sq ciqgi zbiezne (a,), n € Ny i (¢,), n € Ny, oraz ciag (b,), n € Ny. Jezeli
lim a, = lim ¢, oraz istnieje liczba naturalna ng € Ny taka, ze

n—oo n—oo

a, < b, <c,

dla kazdej liczby naturalnej n > ng, to wowczas ciag (b,), n € Ny, jest zbiezny i
zachodza réwnosci:
lim a, = lim b, = lim c,.

n—oo n—oo n—oo
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Teoria8: Granice niewlasciwe

1. Definicja

Dany jest ciag (a,), n € Ny. Méwimy, ze ciag (a,) ma granice niewlaSciwa
+00 (jest zbiezny w niewlasciwym sensie do +oo lub jest rozbiezny do +oo, lub dazy
do +o0) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby M > 0 istnieje liczba
naturalna ng taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n > ngy speliona jest nieréwnosc:

a, > M.

Piszemy wtedy: lim,, ., a, = +00.

Dany jest ciag (a,), n € Ny. Méwimy, ze ciag (a,) ma granice niewlaSciwa
—00 (jest zbiezny w niewla$ciwym sensie do —oo lub jest rozbiezny do —oo, lub dazy
do —o0) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej ujemnej liczby m < 0 istnieje liczba
naturalna ng taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n > ngy speliona jest nieréwnosc:

a, <m.

Piszemy wtedy: lim,, ., a, = —o0.

2. Podstawowe twierdzenia

FAKT 1. Jezeli cigg ma granice niewlasciwg +o0o (lub —oo, odpowiednio) , to
kazdy jego podciqg takze ma granice niewtasciwg +o0o (lub —oo, odpowiednio).

FAKT 2. Kazdy ciag niemalejgcy i nieograniczony z gory ma granice niewtasciwa,
+o00. Kazdy cigg nierosnacy 1 nieograniczony z dotu ma granice niewtasciwg —oo.

TWIERDZENIE 1 (twierdzenie o dzialaniach na ciggach rozbieznych). Dane
sq ciagi (ay), (by),.n € Ny.
(a) Jezeli a, - A (A€ R) i b, — +00, to lim (a, + b,) = +oo.
Jeseli ap — A (A€ R) i by — —00, to lim (an + by) = —00.
Jezeli a,, — +o0 1 b, — 400, to lim (a:j—oobn) = 400.
Jezeli a, — —o0 1 b, — —0, to EZIZZ (an + by) = —00.
(b) Jeseli an — A, A#£0 i b, — +oo, to lim (anby) = { +00, gdy A >0,

n—oo

—00, gdy A <O.
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{ —00, gdy A >0,

Jezeli a, — A, A#0 i b, — —o0, to lim (a,b,) = oo, gdy A <0

(
Jezeli a, — +0o0 i b, — 400, to lim (a,b,) = +oc.
Jezeli a, — +00 i b, — —o0, to lim (ayb,) = —o0.
Jezeli a, — —o0 i b, — —00, to lim (a,b,) = +00.
(c) Jezeli a, - A (A€ R) i b, — %00, to lim (%) = 0.

1
Jezeli a, — 0 i a, >0, to lim (—) = +00.

n—00 \ Oy,

1
Jezeli a, — 01 a, <0, to lim (—) = —00.
n—oo a,n

TWIERDZENIE 2.

Dane sq ciagi a,, n € Ny i (b,), n € Ny. Jezeli lim a,, = +00 oraz istnieje liczba
n—oo

naturalna ng € Ny taka, ze a, < b, dla kazdej liczby naturalnej n > ng, to wowczas
lim b,, = +o0.

TWIERDZENIE 3.

Dane sq ciagi an, n € Ny i (b,), n € Ny. Jezeli lim b, = —oo oraz istnieje liczba
naturalna ng € Ny taka, ze a, < b, dla kazdej liczby naturalnej n > ng, to wowczas
lim a, = —o0.

3. Pozyteczne wzory
Warto pamietac, ze dla kazdej liczby rzeczywistej r > 0

lim n" = 4o00.

n—oo

(Np. hmn—+oo lim /n = +o0, hmn = 400, itd.)

n—oo

Takze dla kazdej liczby rzeczywistej a takleJ, ze a > 1

lim a"™ = +00.

n—oo

(Np. lim 2" = +00, lim 3" = 400, lim (1,000001)" = +oo, itd.)

n—oo n—oo n—oo
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Teoria 9: Szeregi geometryczne zbiezne

1. Definicja

Dany jest ciag geometryczny (a,), n € Ny, o ilorazie ¢ € R. Szeregiem geom-
etrycznym o wyrazie ogélnym a,, = a;¢""! nazywamy ciag sum czesciowych (S,),
n € Ny, gdzie S, = a; + as + ... + a,, n € Ny. Szereg taki oznaczamy symbolami:

i an lub i a1qg" b
n=1 n=1

Szereg nazywamy zbieznym, jezeli ciag sum czeSciowych (S,), n € Nj, jest
zbiezny, za$ jego granice S = lim,,_,o, a1¢" ! nazywamy sumg danego szeregu geom-
etrycznego i piszemy:

ian =S lub ialqnl =S.
n=1 n=1

Uwaga: Stosuje sie takze, obok wskazanych, zapis:

a1 +as+az+..=S lub a+ag+amg@+..=5.

2. Gléwne (i jedyne) twierdzenie

TWIERDZENIE 1 Dany jest szereq geometryczny > a1q" ', w ktérym pier-

n=1
wszy wyraz jest rézny od zera, a; # 0.

Szereq ten jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego iloraz q spetnia warunek:
| < 1.

Suma szeregu jest wowczas okreslona wzorem:

a

Szl—q

co zapisujemy krotko:

a1
1—gq

G a
d ag"t = 1—1q lub  ay +aig+aiq’ + ... =
n=1



